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RESUMO 
Neste trabalho é apresentada uma metodologia para o cálculo 
tridimensional do campo elétrico, produzido por linhas de transmissão, empregando-se o 
método de elementos fmitos. 
Iniciahnente faz-se um estudo do método de simulação de cargas, que é 
um método clássico para o cálculo do campo elétrico de linhas de transmissão, visando 
obter uma base para comparação de resultados. Em seguida faz-se a descrição da 
metodologia proposta. 
Por último, é feita a comparação entre os resultados obtidos com a 
aplicação do método proposto e`os fomecidos pelo método clássico de simulação de 




In this work, a methodology for the tridimensional calculation of the 
electric field produced by transmission lines, using the fmite element method is 
presented.
y 
At first, the charge simulation method is studied. This is a classical 
method for calculation of transmission line electric field and it was used in order to 
obtain a basis for comparison. Afterwards, the proposed methodology is described. 
Finally, the results obtained by the proposed method are compared wifli 
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CAPÍTULO 1 
CÁLCULO DO CAMPO ELÉTRICO GERADO POR LINHAS 
DE TRANSMISSÃO ATRAVÉS DO MÉTODO DE 
SIMULACÃO DE CARGAS 
1.1 Introdução 
Devido ao crescente aumento dos níveis de tensão dos sistemas de 
transmissão, toma-se necessária uma análise mais detalhada dos efeitos eletrostáticos 
provenientes de tais sistemas, o que exige o conhecimento dos valores e da distribuição 
do campo elétiico e do potencial nas regiões de interesse [5,17]. 
Com O advento dos computadores, foram desenvolvidos vários métodos 
mnnéricos de cálculo para a determinação do campo elétrico, tomando possível a solução 
de inúmeros problemas onde uma solução analítica era sempre inviável de ser obtida. A 
origem desta dificuldade está na complexidade inerente de resolução das equações a 
derivadas parciais de segunda ordem que regem estes campos, agravadas pela 
complexidade das configurações envolvidas. Entre eles citam-se [12,18]: Método de 
Simulação de Cargas, Método das Diferenças Finitas, Método de Elementos Finitos, 
Método de Monte Carlo e Método das Equações Integrais de Fronteira (também 
denominado método das sub-áreas), entre outros. Dentre estes, os mais usados são o de 
simulação de cargas e o de diferenças finitas, e mais recentemente o de elementos finitos 
ru.
~ 
Será feita, a seguir, a apresentação do Método de Simulação de Cargas 
(MSC) em duas dimensões, evidenciando suas características e sua formulação 
matemática. Posterionnente, é dado um exemplo de aplicação prática do mesmo.
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1.2 Fundamentos teóricos do método de simulação de cargas 
Na aplicação do MSC ao cálculo do campo elétrico de linhas de 
transmissão cada condutor é representado por um segmento' de reta infinito, apresentando 
densidade linear de carga elétrica uniforme, colocada em seu centro. Estas cargas são 
determinadas através da multiplicação da matriz de capacitâncias da linha pelo vetor das 
tensões fase-terra a que estão submetidos os condutores [2]. 
De posse do valor das cargas, o campo elétrico em qualquer ponto do 
espaço pode ser deterrninado através da composição vetorial dos campos nesse ponto, 
devido aos diversos eletrodos e suas imagens. V 
São admitidas no cálculo as seguintes hipóteses simplificadoras 
[2,3,4,11,12]: i 
- as cargas são uniformemente distribuídas ao longo dos condutores (o 
que implica em admitir condutores de superfície cilíndrica lisa, extensão infinita e 
paralelos entre si e à superfície do solo); ' 
- a superfície do solo é plana e apresenta condutividade infmita; 
- os condutores são considerados como superficies equipotenciais com 
potenciais conhecidos; 
- as torres estão bastante distantes do ponto onde se deseja determinar o 
campo elétrico e, portanto, não distorcem o mesmo. ' 
De maneira geral, as aproximações indicadas acima conduzem a valores 
mais elevados que os reais, principalmente a última delas.
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No entanto, na secção da linha correspondente ao meio do vão, o cálculo 
é bastante representativo, visto que nesta região os valores de campo elétrico já não são 
influenciados pela presença das estruturas [3]. 
Os dados necessários à determinação do campo elétrico são: as 
coordenadas cartesianas dos condutores, suas caracteristicas fisicas e a tensão fase-terra a 
eles aplicada. 
É importante salientar que no cálculo do campo elétrico em circuitos 
simples o faseamento não é importante, porém, para circuitos múltiplos ou linhas 
paralelas toma-se de extrema importância, influenciando de maneira significativa os 
valores de campo elétrico [5]. 
1.3 Determinação da matriz dos coeficientes de potencial 
A matriz dos coeficientes de potencial para uma linha de transmissão 
com n condutores e (m -n ) cabos pára-raios é representada em notação matiicial sob a 
fonna: 
Pll PI2 ' ' Pln ' ' Plm 
P2l P22 ' ' P2» ' ' P2m 
Pz. _ . . _ _ 
PM P,,2 . . PM . . Pnm (11) 
_P,,,¡ Pmz _ . Pmn . . P,,,,,,_ 




` Seus elementos, considerando o uso de cargas elementares do tipo 
segmentos lineares infmitos, poderão ser calculados pelas seguintes expressões [15]: 
0 Os tennos da diagonal principal, denominados coeficientes de potencial 
próprio, representam os potenciais devido às cargas dos próprios condutores e de suas 
imagens [7], e são definidos genericamente por: 
1;, zziznfi (m/F) (1.2) 
~ 721€ 
onde: 
e- Pennissividade elétrica do meio (F/m); 
h,.- Altura do condutor 1' (m); 
1;- Raio do condutor i (m). _
A 
0 Os termos fora da diagonal principal, denominados coeficientes de 
potencial mútuos, representam a influência das cargas do condutor vizinho e de sua 
imagem sobre cada um dos condutores [7], e são definidos por: 
P. =._1_1nPl (m/F) (13) 
'J i2frs dy. 
onde:
M 
5- Perrnissividade elétrica do meio (F/m); 
d,¡- Distância do condutor i ao condutor j (m); 
D,¡- Distância do condutor i à imagem do condutor j (m). 
A distância entre um condutor i e um condutor j é dada por: . 
di, =›,/(hi -h¡)2 +(âf -4,92 (m) (1.4)
5 
e a distância entre um condutor i e a imagem de um condutor j por: 
13,, z,/(hi +111 )2 +(di -àp')2 (m) (1.5) 
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Figura 1.1 - Diagrama para o cálculo dos coeficientes de potencial. 
Verifica-se que .os valores dos coeficientes de potencial dependem 
exclusivamente do meio em que os condutores se encontram (representado pela 
permissividade elétrica do meio 6), das dimensões fisicas dos condutores e da disposição 
espacial dos mesmos [7]. » 
A inversa da matriz dos coeficientes de potencial fornece a matriz de 
capacitâncias da linha, usada no cálculo das cargas elétricas dos condutores, conforme 
será visto nos próximos ítens. 
Em linhas aéreas, o meio onde se encontram os condutores é o ar, e neste 
caso é assumido que [2,3,l5]:
6 
â = ao = s,s54 × 10'” (F/m) (1..õ) 
Em geral, as fases das linhas de transmissão apresentam condutores 
múltiplos. Nesses casos, um raio equivalente deve ser calculado. Ele representa o raio de 
um condutor fictício, cilíndrico, possuindo a mesma carga e produzindo o mesmo campo 
elétrico que o condutor múltiplo [7,8]. 
Ele pode ser calculado a partir da seguinte expressão [3]: 
DK/72
E 
Re., =-52 <m› (11) 
onde: 
D- é o diâmetro do feixe, ou seja, o diâmetro do círculo que liga o centro dos 
subcondutores e pode ser determinado através da expressão:
S 
sendo S o espaçamento entre os subcondutores em metros e n o número de 
subcondutores que compõem o feixe. 
d- é o diâmetro de um subcondutor do feixe em metros. Admite-se que todos sejam 
iguais. 
-A figura a seguir apresenta as configurações de condutores múltiplos 















Figura 1.2 - Configurações de condutores múltiplos mais usadas na prática.
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1.4 Determinação genérica do vetor das cargas 
Como as linhas de transmissão são energizadas por tensões altemadas 
senoidais, as tensões e as cargas são representadas na forma fasorial [7,l4, 16]. 
O vetor de cargas [Q] é determinado a partir do vetor das tensões a que 
estão submetidos os condutores e da inversa da matriz dos coeficientes de potencial 
[P], que nos fomece a matriz de capacitâncias [C] da linha. Assim tem-se: 
[Q] =[P]'*[V] =[c][V] (c/m) (19) 
Será verificado a seguir a influência do tipo de cabo pára-raios (isolado 
ou multiaterrado) da linha de transmissão na determinação das cargas dos condutores e, 
conseqüentemente, nos valores de campo elétrico. 
1.5 Influência do tipo de cabos pára-raios no vetor de cargas 
Os cabos pára-raios em geral utilizados em linhas de transmissão podem 
ser multiaterrados, isto é aterrados em todas as estruturas, ou podem ser isolados. Neste 
caso, sem perderem sua eficiência na proteção das linhas, servem também como circuitos 
de telecomunicações. Para isso são empregados isoladores de baixa tensão disruptiva, 
pemritindo a abertura de arcos nos pontos de aterramento, quando são atingidos por 
descargas atrnosféricas. Uma vez aberto o arco, comportam-se como cabos aterrados, 
cumprindo sua finalidade de proteção [7].
V 
1.5.1 O vetor de cargas para o caso de linhas de transmissão com cabos pára- 
raios multiaterrados 
Neste caso, haverá cargas nos cabos pára-raios que aí chegam por 
condução desde o solo [7]. Apresentam o mesmo potencial do solo (V =0), pois estão
8 
aterrados. Desta forma o vetor das cargas pode ser obtido através da seguinte expressão 
matricial: 
'QI' 'cu cu _ _ cm . . c1m"V¡' 
Q2 C21 C22 ~ ' C2» ~ ° Czm V2 
Q" 
= 
cnl cuz . . cm _ . cm V” (Um) (U0) 
_Qm_ _Cml Cm2 ' ' Cmn ` ' Cmm __Vm_ 
onde os termos QI até Q" representam as cargas dos condutores fase, Q,,+1 até Qm, as 
cargas dos cabos pára-raios, até V", as tensões nas fases e +1 até V", as tensões nos 
cabos pára-raios, sendo nesse caso iguais a zero, pois o cabo está aterrado. 
1.5.2 O vetor de cargas para 0 caso de linhas de transmissão com cabos pára- 
raios isolados 
Neste caso, o cabo pára-raio não tem cargas próprias. No entanto, as 
cargas existentes nos condutores 'fase induzirão eletrostaticamente uma diferença de 
potencial entre os cabos pára-raios e 0 solo. Estes potenciais por sua vez exercerão 
influência nas cargas dos condutores fase [7]. ,Assim neste caso, será preciso 
primeiramente determinar a tensão induzida nos cabos pára-raios, para posteriormente 
determinar as cargas dos condutores fase. 











_V1_ -Fu P12 - - - P1»z"Q1_ 
P22 Pzm Q2
9 
'°':"' Qi' ‹v› ‹1.11› 
. . . P,,,,,,__Q,,,_ 
onde os termos Q,,A até Q”, são nulos, pois os cabos pára-raios não possuem cargas 





PAA |P/1P QA 
P PPA l PPP QP 
VA - Tensão nos condutores fase (V); 
VP- Tensão nos cabos pára-raios (V); 
PAA- Coeficientes de potencial devido aos condutores fase (m/F); 
PAP_PPA- Coeficientes de potencial entre os condutores fase e os cabos pára-raios 
(m/F); 
PPP- Coeficientes de potencial devido aos cabos pára-raios (m/F); 
QA- Carga dos condutores fase (C); 
QP- Carga dos cabos pára-raios (C).
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[VP] =[PPA][QA] =[PPA][PAA]_l[VA] (V) (1*-13) 
. 
O vetor das cargas, levando em consideração as tensões induzidas nos 
cabos pára-raios, pode então ser obtido a partir da expressão matricial abaixo: 
QI C1] C12 . . . C1" . . . Clm__V1- 
Q2 C21 C22 . . . C2" . . . Czm V2 
Q" 
: 
cnl c,,2 . _ . cm, . . ›. c,,,,,' 12,, (C/m) (1_14) 
_Q',,,_ _c,,,¡ c,,,2_. _ . cm" . . . c,,,,,, __V,,,_ 
1.6 Cálculo do campo elétrico 
De posse do valor das cargas, o campo elétrico em qualquer ponto do 
espaço pode ser determinado pela resolução do teorema de Gauss para um cilindro de 
comprimento infinito [4, l0]. - 
O campo elétrico total é o somatório das contribuições de cada condutor 
e sua imagem [l6]. Como as cargas são complexas, o campo elétrico será um vetor 
complexo, com componentes complexas ao longo dos eixos ortogonais [2]. 
.Q _. - 
As componentes horizontal ( É X ) e vertical (ÊY) do campo elétrico são 





X -d x -d
]
ll 
f _ Q y-h _ y+h 
E*"2zzâ[(x-â)2+(y-h)2 (zz -â)2+(y+h)21 
(V/m) (U6) 
onde: 
d ,h - São as coordenadas dos condutores; 
x, y - São as coordenadas do ponto de cálculo. 
Para um sistema de n condutores, tem-se: 
v l " - x -di 
9 
x -di 
EXW1 `  zzzâ,-ã¶¬Q"[(x -âz')2 -/-(y -hz')2 
'pq 
-aff +(y +hz')2i 
(V/m)(1'17) 
Ê = 1 y`hi - “hi 
l 
(v/m)(1.1s) *W 2zzz,~=1 ` (x -dz')2 +(y -hz')2 (x -dz')2 +(y +hz)2 
O campo elétrico resultante em um ponto (x, y) é obtido através da 
expressão: 
_. T 2 T 2 E z,/|EXmm, +|EYm, (V/m) (1.19) 
que representa o campo elétrico eficaz, pois as tensões das fases utilizadas no cálculo são 
expressas em valores eficazes. Este é o maior valor de campo elétrico eficaz no ponto 
considerado. Ele independe do ângulo de fase, sendo constante ao longo do tempo [9, 10]. 
Todo procedimento descrito acima é válido para dominios com apenas 
um meio dielétrico, por exemplo um sistema de eletrodos no ar. Em princípio, o MSC 
também pode ser aplicado a dominios com mais de um dielétrico. No entanto, neste caso 
é necessário utilizar equações auxiliares para representar o potencial e o campo elétrico 
em cada um deles [13].
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1.7 Exemplo de cálculo do campo elétrico gerado por uma linha de 
transmissão através do MSC 
Para exemplo de aplicação prática do método, será apresentado o cálculo 
do campo elétrico resultante em um ponto, para uma linha de transmissão de 345 kV. 
As fases são formadas por um arranjo geminado de dois subcondutores, 
com espaçamento de 0,40 m entre si e diâmetro de 0,025146 m. Os dois cabos pára-raios 
são de aço galvanizado de diâmetro 1/2", aterrados em todas as estruturas. 
Calcular-se-á o campo elétrico resultante no ponto (20,1), considerando o 
ponto de referência das coordenadas no solo e sob a fase central da linha. 
- 
1 A figura abaixo apresenta a disposição geométrica dos condutores no 















Figura 1.3 - Disposição geométrica dos condutores.
Inicialmente, calcula-se o raio equivalente das fases, utilizando a 
expressão (l.7): 
Req = 0,0709 m 
Passa-se, agora, ao cálculo da matriz dos coeficientes de potencial da 
linha, utilizando para isto as expressões (l.2), (1.3), (1.4) e (1.5). A matriz dos 












-0, 02850 -0, 00912 
0,18015 -0, 02850 
-0, 02850 0,17277 
-0,01908 -0,010A15 
-0,01908 -0, 02176 
As tensões fase-terra da linha, considerando-se seqüência de fase ABC 
são: 
VA =1991s5,s4¿0°, (V) 
V, =1991s5,s4¿120° (V) 
VC =1991s5,s4¿-120° (V) 
e como os cabos pára-raios são multiaterrados, tem-se: 







1,3s799 0,7s050 1,47112 104906 
ó,30490 138799 1,4só2s 1,4só2s 
138799 ó,30490 1.04906 1,47112 (m/F) 
1,4só2s 1,0490ó s,44029 1,s2553 







V 0¿0° (V) P2: 
logo o vetor das tensões será: 
1 1991s5,s4 +10 1 
~99592,92 + 1172499, 99 
V = -99592.92 -¡172499,99 (V) 
_ O +j0 
0 +j0 
Calculando o vetor das cargas pela expressão (1. 10): 
38160, 0232 +j3343,049s 
-207800627 +j35992,1229 
Q' zzzzzo -1ó1s4,s454 -j34719,0729 (C/m) 
-1423,1s2s -11540, 4249 
20416385 +j4ó2,29s4 
De posse do valor das cargas, pode-se calcular as componentes do campo 
elétrico em x e y, devido a cada um dos condutores, no ponto considerado, utilizando as 
expressões (1.l5) e (l.16). Assim:
` 
_. 
Em =54,49ó1+j4,7741 (V/m) 
Êm = -53,5029 + 192,669? (V/m) 
_. 
EXC = -55,4s2ó -11 19, 0190 (V/m) 
Êxm = -1,8969 -12, 0531 (V/m) 
Êxm =3,050õ +¡0,ós94 (V/m) 
-z 
Em = -11583702 +¡101,4s02 (V/m) 
Ê” =1037,1005 -j179ó,310s (V/m)
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Êyc =1318,7107 + 128288447 (v/m) 
_. Em =56,5402 +161, 1980 (V/m) 
Êm = -1098234 -j24,8192 (V/m) 
Fazendo-se o somatório das componentes em x e y devido a cada um 
dos condutores, obtém-se o campo total no ponto, considerado: 
Êxm, = -533357 -j32,4871 (V/m) 
-ú 
É -1144,1578+j1170,3929 (v/m) ytotal _ 
Assim o campo elétrico resultante pode ser obtido pela expressão (1. 19) 
e vale: _ 
Ê =1637,9306 (v/m) 
A fim de verificar a influência do tipo de cabo pára-raios nos valores de 
campo elétrico, considerar-se-á agora os mesmos isolados e determinar-se-á novamente o 
campo elétrico resultante no ponto (20,l). A matriz dos coeficientes de potencial e a 
matriz de capacitâncias da linha não sofrem nenhuma alteração. 
Confonne foi visto, neste caso é necessário determinar as tensões 
induzidas nos cabos pára-raios para depois calcular-se o vetor de cargas. Isto pode ser 
feito através da expressão (1. 13): 
6,30490 1,38799 0,78050H"[ 199185,84 +¡0
¶ 
[V'°¶={-1-F'47m M8628 l'049O¶ -l_ 138799 630490 138799 -99592 92 +ƒ172499 99 
V" Mg” 194906 M8628 “mz 2”£° 078050 138799 630490 -99592 92 -1172499 99 
e fornece: 





Agora, de posse dos valores das tensões induzidas nos cabos pára-raios, 
determinar-se-á o vetor das cargas através da equação (1.14). Não se deve esquecer que 
QP, e QP2 são nulos. Assim: 
38128,8049 -j3596,4704
J 
-20658, 1686 + j35780, 9961 
Q =2zrâ0 -15949,7674 - j34818, 7474 (C/m) 
0 +j0 
O +j0 
Com as expressões (l.l5) e (l.l6) calcula-se as componentes do campo 
elétrico em x e y para cada um dos condutores: 
_. 
ÉXA =54,4515 -j5,13ó1 (V/m) 
ÊXB = -53,1s9o +192, 1261 (V/m) 
Êxc = -54,ó7ó7 -11 19,3óo7 (V/m) 
Êxpl =0 +j0 (V/m) 
_. 
Éxm =0 +j0 (V/m) 
Ê,/1 =-1157,422õ +j1o9,173o (V/m) 
Ê” =1o31,o17o-117857738 (V/mz» 
Êyc =1299,557o +¡2s3ó,9óóo (V/m) 
Êm =o +10 (V/m) 
Éypz =0 +j0 (V/m) 
O campo total no ponto considerado vale:
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Êxmal = -53,4142 -¡32,37o7 (V/m) 
Ê -1173,1514+jrrõo,3ó52 (V/m) ytotal _ 
O campo elétrico resultante obtido pela expressão (1. 19) vale: 
_. E -l65l,25l8 (V/m) 
Portanto, observa-se uma diferença de 0,814% nos valores de campo 
elétrico entre os dois casos analisados. É importante ressaltar que a diferença entre os 
valores de campo elétrico obtidos, considerando os cabos pára-raios isolados e aterrados, 
não é significativa. -
i 
1.8 Conclusao 
Observou-se que .o Método de Simulação de Cargas é bastante simples e 
de fácil utilização quando aplicado em cálculos bidirnensionais e na presença de apenas 
um meio dielétrico. Quando existe no domirrio de estudo diferentes meios dielétricos, é 
necessário utilizar equações complementares para se modelar o potencial e o campo 
elétrico em cada um deles, o que dificulta sua utilização de forma genérica. Outro sério 
inconveniente deste método é o fato de não se poder ter meios condutores no domínio de 
estudo. 
A literatura mostra que, em casos tridimensionais, ele toma-se 
extremamente complexo, tanto no que se refere à preparação dos dados como no processo 
de cálculo. Dependendo da complexidade da geometria em estudo, o mesmo toma-se até 
inviável em tennos computacionais, pois exige urna grande quantidade de memória e 
demanda um tempo de cálculo elevado. A referência [19] cita que, para configurações 
possuindo 500 ou mais cargas, o tempo de cálculo é da ordem de duas horas.
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Na seqüência apresenta-se o método de elementos finítos, aplicado ao 
\ ~ cálculo tridimensional do campo elétrico produzido por linhas de transmissao, que 




O MÉTODO DE ELEMENTOS F INITOS E A SUA 
APLICAÇÃO NO CÁLCULO TRIDIMENSIONAL DE 
CAMPOS ELÉTRICOS DE LINHAS DE TRANSMISSÃO 
2.1 Introdução 
Neste capítulo, faz-se uma revisão das equações fundamentais do 
eletromagnetismo, com o intuito de se obter a equação descritiva do problema do campo 
elétrico gerado por linhas de transrnissão. Para isto, utiliza-se o potencial escalar elétrico 
complexo, o qual pennite considerar as variações de módulo e fase das tensões de 
alimentação da linha. Em seguida, são apresentados os métodos de Galerkin e de 
Elementos Finitos, usados na solução mnnérica desta equação. 
2.2 Equações fundamentais do eletromagnetismo
H 




rotÊ +Ê =O (2.1)â 
rotÊ -É =.Í (2.2)â
_ 




divD - p (2.4) 
onde:
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É - Campo magnético (A/m); 
Ê- Campo elétrico (V/m); 
É - Indução magnética (Tesla); 
Õ- Indução elétrica (C/m2); 
Í- Densidade de corrente de condução (A/m2); 
p- Densidade volumétrica de carga elétrica (C/m3); 
t - Tempo (s); 
div- Operador divergente; 
rot - Operador rotacional. ~ 
Assume-se que os vetores Ê, Ê, Ê e Õ em todos os pontos ordinários 
do domínio sejam funções continuas com derivadas contínuas. Por ponto ordinário 
entende-se um ponto em cuja vizinhança as propriedades constitutivas do meio 
(permeabilidade, condutividade e pennissividade) sejam contínuas. Descontinuidades nos 
vetores de campo ou em suas derivadas podem ocorrer, entretanto, em superficies onde 
exista uma mudança abrupta das propriedades constitutivas do meio [40]. 
Existem ainda relações adicionais, denominadas equações constitutivas, 
dependentes do meio onde existe o campo: 
É = W (25) 




Tensor de pennissividade elétrica do meio (F/m); 
H,u||- Tensor de permeabilidade magnética do meio (I-I/m); 
H 
` Tensor de condutividade elétrica do meio ((.(2m)'1). 
No caso em que os materiais são isotrópicos, os tensores , e se 
reduzem aos escalares 5, ,u e oi Neste estudo apenas meios isotrópicos e lineares serão 
considerados. 
Na interface entre dois materiais com propriedades constitutivas 
diferentes, verificam-se as seguintes condições sobre os vetores de campo [40,42] 
ñz\[Ê] =o (2.s) 
ñ -[D] zo (2.9) 
ñ -[B] =o (2.1o) 
fiz\[1-`1]=o (2.11) 
onde: 
ñ - Vetor nonnal à superfície entre dois meios diferentes; 
A- Indica produto vetorial; 
0- Indica produto escalar; 
[.]- Indica variação da grandeza no ponto. 
As equações (2.8) e (2.9) estabelecem que a componente tangencial do 
campo elétrico e a componente nonnal da indução elétrica são contínuas entre dois meios
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diferentes. As equações (2. 10) e (2.1l) estabelecem que a componente normal da indução 
magnética e a componente tangencial do campo magnético são contínuas entre dois meios 
com propriedades constitutivas diferentes. . 
2.3 Formulação matemática do problema usando 0 potencial escalar elétrico 
complexo 
Para se chegar à equação do problema, duas considerações devem ser 
feitas: - 
la - O campo elétrico gerado por uma linha de transmissão é um 
fenômeno eletromagnético quase-estático [9,10,14], ocorrendo em domínios onde pode 
haver a presença de materiais que apresentem uma alta permissividade elétrica relativa 
[54] e/ou em meios onde não haja condutividade elétrica. Desse modo, a simplificação 
habitual para o caso quase-estático [40]: 
É «Í (2.12)â 
não é verdadeira, de modo que o tenno ÔZÁÍ contínua válido na equação (2.2). 
23 - Partindo-se da equação (2. 1): 
_. 
_. 
rolE +Ê =0â 
e devido à equação (2.3), pode-se utilizar o potencial vetor Â, que é relacionado com a 
-z 
indução magnética B através de: 
B = mz Ã (2. 13) 
Sabe-se também que: 
r0t(gradV) =O (2.l4)
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sendo V o potencial escalar elétrico. 
Com as equações (2.1), (2.13) e (2. 14), pode-se chegar a: ' 
rot(Ê +gradV) =rot(-âg) (2.l5) 
Isolando Ê na equação (2.l5), tem-se: 
_. 
Ê = -gradV -ââ (2.l6) 
No caso de linhas de transmissão, o campo elétrico é originado 
principahnente devido ao potencial elétrico a que estão submetidos os condutores e 
assume-se que a variação das grandezas são suficientemente lentas para se poder 
-. 
desprezar o efeito do potencial vetor A, ou seja da variação da indução magnética [14]. 
Assim tem-se 3% 50, logo pode-se definir o campo elétrico como: 
Ê = -gradV (2. 17) 
No entanto, o potencial escalar elétrico V não é suficiente para 
representar as características totais do campo elétrico gerado por uma linha de 
transmissão, pois as tensões de alimentação da linha são senoidais, apresentando 
variações de módulo e fase. 
Assim, há a necessidade de introduzir o potencial escalar elétrico 
complexo V, o qual permite considerar tais variações nos cálculos. Ele é definido como: 




- V0- Representa a amplitude da onda de tensão (V);
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a- Ângulo de fase (rad); 
w- Freqüência angular (rad/s). 
A expressão (2.18) pode ser representada de forma exponencial pela 
aplicação da identidade de Euler 
V = V0 eJ`(“+“) (219) 
Desta fonna, as equações fundamentais (2.1), (2.2) e (2.4) se alteram 
para: 
rz›zÊ =o (2.2o) 
-v 
- z 
mzíl =Í +5? (221) 
dzvõ = p (222) 
bem como a equação (2. 17): 
-z « z E = -gradV (2.23) 
A equação que descreve o comportamento do potencial escalar elétrico 
complexo no domínio de estudo, pode ser obtida aplicando-se o operador divergente na 
equação (2.21), como mostrado abaixo: 
div(r0z1-T1) =dzv(Í 7%)-) (224) 
como div rot é sempre nulo, tal operação resulta em:
H
4 
dzwí +íâD-) zo n (225)
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Introduzindo-se a equação (2.23) e também as relações constitutivas (2.5) 
e (2.7) em (2.25), obtém-se: 
d1`v[ -o'gradV +š(-âgradV)] =O' (2.26) 
Substituindo a equação (2. 19) em (2.26): 
div[-o'gradV0 ej(“1+a) +-š(-egradV0 ej(“t+a))] = 0 (2.27) 
como ef” não varia com as coordenadas do domínio e s não varia com o tempo [10], 
obtém-se: 
dz'v[-(ó+ jú›â)grad V0 eia] = 0 (228) 
A fun de tomar a notação um pouco mais compacta, representar-se-á o 
termo V0 ef” por V* . Dessa forma, a expressão (2.28) pode ser reescrita como: 
dz~v[4z,-+¡wâ)gradV'] =o v (229) 
que é a equação relativa à distribuição do potencial escalar elétrico complexo no domínio 
tridimensional de estudo .Q . 
Para se resolver uma equação diferencial de problema de contomo, deve- 
se estabelecer as condições de contomo relativas ao fenômeno que está sendo estudado. 
Neste caso, as seguintes condições de contomo devem ser consideradas [39,41,46]: 
- Condição de contomo de Dirichlet, onde o valor do potencial escalar 
elétrico complexo é especificado. 
V =V0' ,em r, (230) 
- Condição de contomo de Neumarm homogênea, onde o valor da 
derivada normal do potencial escalar elétrico complexo é especificado.
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g =0 , em F2 (2.31) 
onde: 
1`,' - Parcela do dominio onde se impõem condições de contomo de Dirichlet; 
F2 - Parcela do domínio onde se impõem condições de contomo de Neumann; 
Fm - Interface entre os materiais. 
T1¬
2 
Figura 2.1 - Representação de um domínio tridimensional Q, contendo uma interface 
entre dois materiais com condutividade e permissividade elétrica diferentes e a indicação 
das condições de contomo. 
A resolução analítica da equação (2.29) é muito dificil. Assim, serão 
utilizadas técnicas numéricas para solucioná-la. Nos próximos ítens serão apresentadas as 
maneiras que tomam possíveis o tratamento munérico desta equação pelo método de 
elementos fmitos. 
A f f 2.4 orma raca 
O tratamento clássico das equações diferenciais exige que a solução 
satisfaça a equação em todos os pontos do domínio. No entanto, a existência de materiais
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com propriedades constitutivas diferentes no dornínio de estudo, causa descontinuidades 
nas interfaces entre estes materiais e esta se toma uma exigência muito forte. 
Para vencer esta dificuldade, reformula-se o problema de fonna a admitir 
condições mais fracas para a solução e suas derivadas [39,40,42]. V 
A forma fraca para o problema descrito pela equação (2.29) sujeita às 
condições de contomo (2.30) e (2.3 l) é obtida através .da definição do resíduo r, tal que: 
r =dz'v[4a+jwâ)gmdV'] (232) 
em cada subdornínio regular de .Q _ 
Defme-se agora, duas classes de funções [39,40,42]: 
a) Funções admissíveis: - 
H ={u.-u êH1(r2),-u =V em 1}} (233) 
b) Funções de teste 
HO ={u:ue'H1(.Q);u =0emI`¡`} (2.34) 
onde H1(.(2) é o espaço de Sobolev de ordem 1, ou seja, o espaço das funções 
suficientemente regulares de fonna que suas primeiras derivadas sejam integráveis ao 
quadrado sobre .Q e I] é a parcela do contomo do domínio onde se aplica a condição de 
contomo de Dirichlet. ' 
Multiplicando-se r por urna função de teste u suficientemente regular, 
como descrita acirna, integra-se ru sobre cada subdomínio regular de .Q e iguala-se a 
zero [39]. 




ƒâz'v[-(‹f+¡wz) gz‹aâV']zz drzzo f =1, 2 (236) 
ou ainda, dividindo .(2 em .Ql e (22, obtém-se: ' 
_Ídiv[-(o'+jwâ) grad V']u d.(2+ _Ídiv[-(o'+jaJâ) grad V']u d.Q (2.37) 
91 02 
Integrando (2.37) por partes sobre cada subdomínio e aplicando o 
teorema da divergência, obtém-se: 
_Ígradu[(o'+ja›e)gradV']d.Q+ _|'gradu[(o'+ja1â:)gradV']d.Q+ 
01 92 
J [-(0-+¡ú›â)gmdV*] ›fi1zzâr+ J[-(õ+¡wâ)gmdV'] .figzzàrzo (238) 
501 502 
onde 5.01 e ó`.Q2f são as fronteiras das regiões 1 e 2 e ñ¡ e ñz são os vetores normais às 
respectivas fronteiras. 
Somando-se as contribuições dos subdomínios .(21 e Q2, obtém-se: 
_Ígradu[(o'+ jú)a)gradV']d.Q+ _Í[-(o'+ja›â)gradV']øñ1udI¬+ 
0 an, 
ƒ[-(a+¡wâ)gmdV'] -ñ2zzdr=o (239) 
mz . 
Deve ser notado que as fronteiras õ.Q¡ e 5.02 são compostas de duas 
parcelas: uma que não coincide com a interface 1:" denotada por 6.01 -I`,',, e ó`.Q2 -1;, e 
outra que coincide com I',',, . 
Assim decompondo-se as integrais referentes a ó`.Q¡ e ÓÍQZ de (2.39) nas 
duas parcelas acima, tem-se:
V 
_|'gradu[(o'+jcoó')gradV*]d.(2+ _Í[-(o'+ja›.f:)gradV'] ¢ñ1ud1`+ 
Q . 1;,,
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J [-(o'+jaJe)gradV'] ¢ñ¡udI`+ _Í[-(o'+ja›ô)gradV'] vñ2 udI¬+“ 
¿Ql“rm rm 
j [¬(‹;+jw.‹z) gmâV'] -ñ2 udrzo (2.40) mz -rm 
Somando-se as duas integrais referentes a 1:", tem-se: 
_Í [-(o'+jws)grad V*]øñ¡udl`+ ƒ[-(o'+ja)¿f)gradV*]oñ2 udl" (2.4l) 
rm 1¬,,, 
e sabendo que em 1:", ñl = -ñ2, as duas integrais de (2.41) se anulam. Além disso: 
(321-fm) U 0592-I`m)=Q > (2-42) 
portanto (2.40) se reduz a: 
ƒgradu[(o'+ja›ó')gradV']d.Q +_Í[-(o'+jú›s)gradV'] øñudI¬=O (2.43) 
n r 
Aplicando a condição de contomo de Neumann homogênea (2.31), o 
tenno de I¬ referente à 13 desaparece [39]. Assim tem-se: 
ƒgradu[(cr+ jcoâ) grad V* ]dQ = 0 (2.44)
Q 
que é a fonna fraca para o problema em questão. . 
2.5 O método de Galerkin 
Considerando apenas problemas lineares, pode-se citar a seguinte 
formulação fraca, obtida no item anterior: ache V ' ê H, tal que: 
ƒ(o'+ja›â) gradV* gradud.Q =O Vu eH0 (2.45)
Q 
onde H é o conjunto das funções admissíveis definido em (2.33) e Ho é o conjunto das 
fimções de teste definido em (2.34). Sendo assim, a solução V' e a fimção de teste u
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pertencem a conjuntos de dimensão infmita. Logo a procura da solução é extremamente 
dificil [39,40]. ' 
O método de Galerkin consiste na procura de uma solução aproximada 
para (2.45) em um conjunto de dimensão finita. Assim, ao invés de abordar o problema 
(2.45) de dimensão infinita, procura-se uma solução aproximada Vn* e HO de fonna que: 
V; =ÃY‹z.-Nz (246) 
A 
í=l 
onde Ni são ftmções de interpolação, ai constantes desconhecidas, n a dimensão do 
espaço e HO” é um subconjunto de HO com dimensão n. 
Assim, a fonnulação fraca para o problema consiste agora em achar
1 
V" e HO", tal que: 
_Í( 
o' + j we) grad V". grad un d.Q =O Vu" GHO" (2.47) 
.Q 
2.6 O método de Elementos Finitos 
O método de Galerkin fomece uma elegante estratégia para a obtenção da 
solução aproximada de problemas de contomo, porém apresenta um sério inconveniente: 
não fomece uma maneira sistemática de construção das ftmções de interpolação N, para 
as funções de teste un .
A 
Em problemas com geometrias complexas, sejam eles bi ou 
tridimensionais, a seleção das funções de interpolação que satisfazem as condições de 
contomo do problema é uma tarefa extremamente dificil [40]. 
Desta fonna, o método de Galerkin só é eficaz se associado a uma 
técnica geral e sistemática para a construção das ftmções de interpolação. Uma das 
técnicas mais interessantes é fornecida pelométodo de Elementos Finitos.
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A idéia principal deste método é que as funções de interpolação podem 
ser definidas de maneira independente sobre as subregiões do domínio, denominadas 
elementos finitos e que sobre cada subdomínio, N,- pode ser funções simples, geralmente 
polinomiais de baixa ordem [47]. 
Na aplicação deste método, primeiramente o domínio é particionado ou 
discretizado em subdomíníos chamados de elementos finitos. Em cada elemento são 
identificados certos pontos. chamados nós ou pontos nodais. O conjunto de elementos e 
nós que formam o domínio aproximado do problema é chamado de malha de elementos 
finitos. A figura mostrada abaixo, apresenta uma malha de elementos finitos, onde 
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Figura 2.2 - Malha de elementos finitos. 
Uma escolha adequada dos pontos nodais é realizada e as funções de 
interpolação N,z são geradas de forma que estas sejam contínuas nas fionteiras entre os 
elementos. 
Neste trabalho, o domínio tridimensional de estudo foi discretizado em 
elementos fmitos isoparamétricos do tipo hexaedro trilinear de la ordem, com fimções de 
interpolação lineares, apresentando continuidade C0 [43].
i
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2.6.1 O elemento de referência e as funções de interpolação 
A integração da equação (2.47) depende do sistema de coordenadas 
utilizado e, em alguns casos, pode apresentar dificuldades [38,48]. Assim, ao invés de 
empregar-se o sistema de coordenadas xyz, utilizar-se-á um sistema de referência de tal 
forma que as operações algébricas possam ser mais facilmente realizadas. 
Desta forma, calcula-se a integral (2.47) dentro de um elemento de 
referência pertencente ao sistema de coordenadas §17Ç _ A figura a seguir mostra o 
elemento utilizado no sistema real de coordenadas xyz e no sistema de referência §17Ç . 
š -1<§<1 z 
-lénál . 
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Figura 2.3 - Elemento isoparamétrico trilinear de la ordem, (a) no sistema de referência, (b) no sistema real. 
Ao se adotar o sistema de referência, serão utilizadas fun ões de9 
transfonnação geométrica, (Di, que fazem o mapeamento do elemento real, expresso no 
sistema de coordenadas xyz, para o elemento de referência, expresso em termos de 517;' . 
É importante notar que a função de transformação geométrica, (D,-, será 
utilizada também como função de interpolação do potencial escalar elétrico complexo nos 
nós do elemento [38,43]. Logo:
derivadas (cuja utilidade será evidênciada nos próximos parágrafos) para o elemento 
considerado. 
onde: 
Tabela 2.1 - Funções de interpolação e suas derivadas. 
N, = ‹D,. ' (2 48 
A tabela a seguir apresenta as fimções de interpolação e tambem suas 
âV No N /fé %z ”%¢ 
a2b2 c% -bz c% -az cy8 -a2b% 
















b2% -alcy8 a1b% 
a1b1% b1% alc/8 a¡bÁ 
a2b1% -b¡% a2cy 
' 8 
a2l% 
a1=1+§ az =1-Ç 
c1=l+Ç cz =1-Ç
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2.7 As expressões matriciais para o problema 
2.7.1 As formas integrais sobre o elemento real 
Para se obter a forma discretizada da equação (2.47), levar-se-á em conta 
o fato de que as fimções de interpolação, definidas no item anterior, são também válidas 





















gradV"`= -_ = -(N,-'.V,-*) i=1,8 (2.51) 
Assim: 
_Í(o'+_ja)â')grad Nfgrad un V,-*d.Q i = 1, 8 (2.52)
n 
Como un pode ser qualquer função do conjunto de funções de teste, 
escolhe-se un de modo que u J- =N 1-, logo:
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j(a+¡ú›z)gradN,.'gmdN¡142112 z zj =1, s (253) 
^ .Q 
que pode ser escrita na forma matricial abaixo: 
J (õ+¡wâ)[B]'[B][V,,`]dQ (254)n 
onde: 
[B] - Matriz de derivadas das funções de interpolação em relação a xyz; 
P/nt] - Vetor dos potenciais nos nós do elemento. 
Logo a matriz de contribuição elementar, 8 × 8, deste trabalho é da 
forma: 
[g] = çƒ2(õ+¡wâ)[B]'[B]dQ (255) 
2.7.2 A forma integral sobre o elemento de referência 
Para passar do elemento real para o elemento de referência, é necessário 
transformar as derivações em xyz para derivações em ÇUÇ e ainda a integração sobre o 
elemento real emnuma integração sobre o elemento de referência [43]. Nos próximos ítens 
serão mostrados os passos para se realizar tais transformações. 
2.7.2.1 A transformação das derivadas em x,_y e z 
As derivadas em xyz são expressas em fimção das derivadas em 517; 
através da inversa da matriz Jacobiana. Assim a matriz [B] pode ser escrita da seguinte 
fonna: 





[J ]- Matriz J acobiana; 
[B§]- Matriz semelhante a [B], contendo as derivadas em §17Ç das funções 
N(§,r7,Ç) ao invés das derivadas em xyz das funções N(x,y,z). 
2.7.2.2 A transformação do domínio de integração 
A passagem da integral do elemento real para o elemento de referência é 
obtida através da seguinte relação [3 8,431: 
J...dQ = J ...âez(J)d§d1;dç (2.5s) n 0, 
e os limites de integração em Ç, 17 e Ç para o elemento de referência são [43]: 
¿=1 z¡=1 ç=1 
J J j...def(J)d§dz;d¿ 
s (259) 
¿=-1 f¡=-1ç=-1 
Logo a matriz de contribuição fica sendo: 
_ 
1 1 1 
. z -1' -1 - [â1=I 
II 
I1(‹f+1w‹›:)[Bê1{[J1 ill] [Bõ1d@z(J)d¿dfzd: ‹2.õ‹›› 
_1__ __ 
2.7.3 Cálculo do Jacobiano, de seu determinante e de sua inversa 
O cálculo do Jacobiano é feito da seguinte maneira [43,48]:
.ãi Â2 
âš äš 
[_]]= íÍ._1_ Âü 
äfl 517 ü ÊÍY2 
âç âç 
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ãvi xl yl zl 
T¿ X2 yz 22 Ê ` ` ' f=1, s (2.ó1) 
âz; _ . . 
ävz' 
Zz xiyi'
O cálculo do det( J), não apresenta dificuldades particulares, pois a 
matriz resultante do jacobiano é uma matriz 3 x3, assim como sua inversa, ou seja: 
111 112 
[1l= 121 122 123 (2-62) 
131 132 133 
logo: 
.d@f(1) = 111(122133 _' 132123)+112(131123 -121133)+ 
+113(121132 -131122) (2-63) 
e a inversa é dada por: 
1 1 
122133 _ 132123 113132 ' 112133 112123 ' 113122 
[1l- = É 131123 -121133 111133 -113.131 121113 -123111 (264) i 
121132 -131122 112131 -132111 111122 -112121 
2.8 Integração numérica 
A integração analítica da equação (2.59) sobre cada 'elemento de 
referência do domínio tridimensional de estudo Q, não é uma tarefa muito fácil. Este fato 
leva a utilizar um método de integração numérica. Neste trabalho, utilizar-se-á o método 
de integração de Gauss, pois é um método numérico muito utilizado, conhecido por sua 
eficácia e que se adapta muito bem à resolução da integral deste problema.
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>r-QQ i i iY(š,f7›Ç)d‹§d'7d€=_ 
_ 
.~VV,-VÍizY(¿.~›f7,-Ãk) (2-65) 
-1-1~1 = = = 
onde:
_ 
M- São os coeficientes ou pesos de integração no método de Gauss; 
š,-, 17]-,Ç k- São as abcissas ou coordenadas dos pontos de integração onde a fimção Y 
deve ser calculada; V . 
r¡,r2,r3- São os números de pontos de integração em cada direção dos eixos 
coordenados. 
Como o elemento de referência é o hexaédrico, tem-se dois pontos de 
integração em cada direção, logo rl =r2 =r3 =2 . Os valores de e de Ç,-,17¡,Ç,, 
são os seguintes [43]: 
` 
VV; =W;. zm =1 
r §,.=z;¡=ç,,=¢o,57735o2ó91s9ó2óq=¢)</š
~ 
2.9 Aspectos informáticos relativos à implementação do método de elementos 
finitos 
Na técnica de elementos finítos, para cada elemento da malha, é obtida 
uma matriz, chamada matriz de contribuição elementar. Neste trabalho, a matriz de 
contribuição elementar é uma matriz complexa, sirnétrica, 8 × 8. A soma matricial ou 
"condensação" de todas as matrizes elementares vai formar a matriz de contribuição 
global, onde todos os elementos da malha são considerados. Esta matriz apresenta 
algtunas características particulares, que devem ser exploradas de modo a tomar sua
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manipulação otimizada, especialmente em casos tridimensionais, onde apresenta 
dirnensões consideráveis [43]. 
Obtém-se, então, um sistema matricial de equações, que pode ser 
representado por íSS¶iV}=i:Q:l, 
onde 
íSS:| 
é a matriz global, 
[V1 
é o vetor dos 
potenciais incógnitos nos nós e 
[Qi 
representa o que, em geral, charna-se de "fontes" e 
pode ser relativo a cargas elétricas, correntes elétricas ou imãs permanentes, dependendo 
do problema [3 8]. Neste caso, é relativo às cargas elétricas e vale zero, pois não há cargas 
elétricas no dominio de estudo. t 
Uma vez que o sistema 
|:SS:|{V1={Q] 
está formado, deve-se inserir as 
condições de contorno do tipo Dirichlet, ou seja, os potenciais impostos e finalmente 
passa-se à etapa de resolução do sistema de equações lineares, que fomecerá os 
potenciais incógnitos nos nós da malha. 
A seguir, serão apresentados algims aspectos informáticos relativos ao 
annazenarnento da matriz global, inserção das condições de contorno de Dirichlet e 
método de resolução do sistema matricial de equações. _ 
2.9.1 As técnicas de armazenamento da matriz global 
2.9.1.1 A matriz banda 
A matriz de contribuição global é sirnétrica, visto que é fonnada pela 
condensação de matrizes elementares sirnétricas. Esta matriz possui a fonna chamada de 
"matriz banda", onde os tennos não nulos se situam próximos à diagonal principal 








O \\\\ _ àn 
Figura 2.4 - Topologia da matriz global 
Este fato permite armazenar apenas sua banda. No entanto, como a 
mesma é simétrica, pode-se guardar na memória apenas meia-banda, de fonna que a 
economia de memória é ainda maior. 
É importante notar que se a malha não for convenientemente numerada, a 
matriz poderá não ter a forma de matriz banda e, neste caso, perder-se-ia a vantagem 
desta propriedade topológica [3 8]. 
A largura da banda é defnida como a "distância" entre os dois mais 
distantes nós, ou seja, entre os mais distantes termos da matriz global, obtível em uma 
linha, e pode ser obtida pela expressão abaixo [43]: 
LB =L, -L, +1 (2.óó) 
A matriz banda será então armazenada sob uma forma diferente da matriz 






\\ 0 \\ _ à _ 
(a) (5) 
Figura 2.5 - (a) Matriz global, (b) Matriz banda equivalente. 
Logo, deve existir uma relação de passagem entre os dois arranjos. Esta 
relação é a seguinte: um tenno que ocupa na matriz global a posição (i, j), ocupará na 
matriz banda a posição (i,jj), onde jj = j ~i +1. Assim, trabalhar na matriz banda é 
equivalente a fazê-lo na matriz global, trocando-se os índices j por jj. _ 
Outro aspecto importante refere-se à resolução do sistema de equações. 
Quanto mais "estreita" for a banda da matriz, mais rápida será a resolução do mesmo, 
pois os algoritmos de resolução operam somente na banda da matriz [3 8]. 
2.9.1.2 A matriz sob a forma compacta 
Embora armazenar a matriz global sob a forma de semi-banda represente 
uma economia de memória muito importante, em certos casos, a serni-banda pode ainda 
ser muito esparsa. Pode-se, então, conceber uma outra maneira de armazenar a matriz 
global, onde apenas os tennos não nulos da matriz são armazenados. Este método permite 
trabalhar com um domínio de cálculo muito maior, tendo em vista que apenas os tennos 
não nulos da matriz global serão armazenados, possibilitando assim um aumento 
considerável do número de nós. Isto é feito através de dois arranjos, um chamado 
"INDIC" que é uma matriz que contém os endereços dos termos não nulos localizados
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fora da diagonal principal e o outro chamado de "SS" que é a matriz que contém os 
termos não nulos da matriz global. 
Esta maneira possui também a vantagem de que a malha pode ser 
numerada de qualquer forma, visto que a largura de banda não tem mais influência no 
armazenamento da matriz. - 
Neste trabalho as duas dimensões da matriz "INDIC" e "SS" são, 
respectivamente, (número total de nós, 14) e (número total de nós, 15), pois a experiência 
mostra que o número de nós vizinhos a um certo nó não excede a 14 [38,43]. 
~ Um inconveniente neste tipo de armazenamento é que sua 
implementação exige um traballio computacional um tanto quanto complexo, e que deve 
ser feito com bastante cuidado, pois a probabilidade de se cometer erros é grande. Outro 
aspecto importante é que este tipo de armazenamento exige que sejam utilizados métodos 
iterativos para a resolução do sistema de equações lineares formado, pois neste tipo de 
resolução não há criação de novos termos matriciais, de forma que os arranjos "INDIC" e 
"SS" perrnanecem inalterados [38,43]. 
2.9.2 Introdução das condições de contorno 





inserir os potenciais já conhecidos, ou seja, as condições de contomo de Dirichlet. A 
inserção das condições de contomo neste trabalho é feita da seguinte maneira [43]: no 
termo diagonal da matriz global coloca-se um número grande, na ordem de 1020. No vetor 
do lado direito, coloca-se o valor do potencial imposto multiplicado pelo mesmo fator 
1020. Nos outros termos da linha correspondente ao potencial irnposto, nada é feito. 
Veja-se um exemplo: considere o sistema matricial 'abaixo
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S11 S12 S13 V1 9 
S22 S23 V2 = 0 
_ 
S33 V3 0 
Suponha-se que seja conhecido o valor do potencial no nó 1, e que este 
vale 13. Então, usando a regra descrita acima, tem-se: . 
1020 S12 S13 9.1020 
s S22 S23 V2 = 0 




Assim, tem-se inserida a condição de contomo do problema. 
2.9.3 Método de resolução do sistema complexo de equações lineares 
Estando o sistema matricial formado e com as condições de contomo de 
Dirichlet inseridas, deve-se passar à etapa de resolução, que fomecerá os potenciais nos 
nós da malha. Para isto pode-se utilizar dois tipos de métodos: diretos ou iterativos. 
A utilização de um e de outro está condicionada ao tipo de 
armazenarnento da matriz global. Normalmente, quando a matriz global é armazenada sob 
a forma de semi-banda, utiliza-se métodos diretos. É importante salientar que, durante o 
processo de resolução utilizando estes métodos, nas posições onde há tennos nulos, serão 
criados termos não nulos, de tal forma que no fmal do processo, a semi-banda da matriz 
que iniciahnente era esparsa, tomar-se-á quase plena. Quando a matriz é armazenada sob
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a forma compacta, usam-se métodos de resolução iterativos, pois neste tipo de resolução 
não há criação de novos termos matriciais, permanecendo a topologia dos arranjos "SS" e 
"INDIC" inalterados [43]. 
Neste trabalho, armazena-se a matriz global na fonna compacta. 
Conseqüentemente deve-se utilizar um método iterativo para resolução do sistema 
matricial. 
Cabe salientar que o estudo de métodos de resolução de grandes sistemas 
matriciais é em si próprio uma vasta área de pesquisa, cuja exposição completa dentro de 
todo rigor matemático 'foge aos objetivos deste trabalho. Procurar-se-á expor aqui, de 
fonna resumida, apenas alguns aspectos relativos ao tipo do método empregado neste 
trabalho. 
Os métodos iterativos são métodos que conduzem à solução através de 
uma sucessão de cálculos, sendo que o número de operações necessárias para se chegar à 
solução depende do erro de convergência adotado e da estrutura da matriz global. Com 
isto, o número de operações para se chegar à solução desejada pode variar conforme a 
natureza do problema e do sistema matricial obtido [43]. 
O método iterativo empregado neste trabalho é uma variante do método 
de gradientes conjugados com precondicionamento, adaptado para solução de sistemas 
complexos e conhecido como método dos gradientes conjugados ortogonahnente 
conjugados (COCG). Para maiores detalhes sobre este método ver: [40,43,53]. 
2.10 Obtenção do campo elétrico 
Após a resolução do sistema matricial global, pelo método citado acima, 
obtém-se os valores do potencial escalar elétrico complexo em cada nó da malha de 
elementos finitos. Assim, pode-se calcular o campo elétrico , através da equação (2.23).
V
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Algumas considerações são feitas para o cálculo do campo elétrico pelo 
MEF. São elas: 
- a superficie do solo é considerada um condutor perfeito, apresentando 
potencial nulo; 
- os condutores são considerados segmentos de reta com potenciais 
impostos através da condição de contomo de Dirichlet; 
- os cabos pára-raios, quando presentes, são considerados aterrados. 
2.11 Conclusão i 
Neste capítulo foi apresentada a formulação matemática para o cálculo 
do campo elétrico gerado por linhas de transmissão através do MEF. Foi utilizado o 
conceito de potencial escalar elétrico complexo o qual permite representar a variação de 
módulo e fase das grandezas na solução de problemas em regime permanente senoidal. 
No próxirno capítulo serão apresentados os valores de campo elétrico 
calculados pelo MEF e pelo MSC os quais serão comparados com valores medidos, a fim 






A fim de validar a metodologia apresentada no capítulo II, para o cálculo 
tridimensional do campo elétrico produzido por linhas de transmissão, serão apresentadas 
curvas do perfil transversal do campo elétrico obtidas a partir da aplicação desta 
metodologia e também pela aplicação do MSC. Ambos os resultados serão comparados 
com valores medidos. 
A análise será feita para duas linhas de transmissão trifásica, uma de 500 
kV de estrutura tipo plana e outra de 1050 kV também de estrutura plana, para as quais 
dispõe-se de valores medidos. Serão apresentadas também a malha de elementos fnitos e 
as linhas equipotenciais para cada um dos casos analisados. 
Em seguida, considera-se a presença de um bloco de material. condutor 
com permissividade nula e também um bloco de material condutor com uma certa 
permissividade, sob as fases da linha de 1050 kV analisada anterionnente, com o objetivo 
de verificar a influência destes objetos nos valores e na distribuição do potencial e do 
campo elétrico produzido pela linha. 
Por último, faz-se a análise de um caso hipotético do cruzamento entre 
duas linhas de transmissão, com o objetivo de demonstrar a versatilidade do método.
3.2 Linha de 500 kV - 'Endesa - Chile 
3.2.1 Características 
A tabela 3.1, mostrada a seguir, apresenta as características principais do 
trecho da linha em estudo [2]: 
Tabela 3.1 - Características da linha de transmissão de 500 kV da Endesa Chile 
Tensão ‹1¿1inhz(1‹v) 500 
Número de condutores por fase 2 
Diâmetro dos condutores (m) 0,03 195 
Diâmetro dos cabos pára-raios (m) 0,0l905 
Espaçamento entre subcondutores (m) 0,40 
Distância entre as fases (m) 16,80 
Altura das fases (m) 13,0 
Distância entre os cabos pára-raios (m) 27,30 
Altura dos cabos pára-raios (m) 22,0 
Os cabos pára-raios são multiaterrados e o terreno onde se encontra o 
trecho da linha em análise é plano. É admitida nos cálculos seqüência de fase ABC da 
esquerda para a direita. A figura abaixo apresenta uma vista no plano do dommio de 
estudo, válido tanto para o MEF como para o MSC.
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Figura 3.1 - Vista no plano do domínio de estudo. 
3.2.2 Malha de elementos finitos 
A figura a seguir, apresenta uma vista, no plano, da malha de elementos 
finitos utilizada neste caso. Optou-se em apresentar a malha de elementos finitos no 
plano, pois sua visualização no espaço seria prejudicada devido ao elevado número de 
elementos. As dimensões do domínio são: O a 130 metros na horizontal (eixo y), O a 50 
metros na vertical (eixo z) e O a 10 metros na longitudinal (eixo x), ou seja, considera-se 
um trecho de 10 metros da linha de transmissão, e admite-se que neste trecho os 
condutores são segmentos de reta, desprezando-se a variação de altura dos mesmos. 
A malha, para este caso, possui 18360 elementos e um total de 37268 
nós. Observa-se que, na região entre os condutores, a malha apresenta-se mais densa. Isto 
é feito para se obter uma melhor precisão nos resultados, visto que nesta região o campo é 
mais intenso. Foram realizados vários exemplos, onde para cada um deles a malha 
apresentava diferentes topologias. Com isso observou-se que os melhores resultados, ou 
seja, aqueles que mais se aproximaram dos valores obtidos pelo MSC, eram obtidos 
quando a malha apresentava uma densidade de elementos elevada entre as fases da linha.
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Neste caso, foram necessárias 138 iterações no método iterativo COCG 
para se obter a convergência e um tempo de cálculo de 9 minutos e 30 segimdos, em uma 
estação Sun SparkStation 2. 
Í Lt 
Figura 3.2 - Vista no plano da malha de elementos finitos para a linha de 500 kV. 
3.2.3 Linhas equipotenciais 
A figura 3.3 apresenta as linhas equipotenciais, obtidas pelo método de 
elementos fmitos para linha de 500 kV. Elas representam o módulo do potencial escalar 
elétrico complexo. As equipotenciais servem para dar uma noção da distribuição do 





Figura 3.3 - Equipotenciais para linha de 500 kV.
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3.2.4 Curvas de campo elétrico 
A figura 3.4 apresenta as curvas do perfil lateral do campo elétrico a 
altura de 1 m do solo, obtidas pelo MEF, MSC e também a partir de valores medidos. 
As medições do campo elétrico foram realizadas com o medidor de 
campo elétrico de freqüência industrial, modelo 113 da Electric Field Measurement Co. 
Foi utilizado o procedimento de medição do IEEE, que recomenda manter o medidor a 
altura de 1 m do solo e a uma distância mínima de 2,5 m do operador [2]. 
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Figura 3.4 - Curvas do perfil lateral do campo elétrico a 1 metro do solo para linha de 500 kV. 
Os valores obtidos através do MEF e MSC, variam de O a 130 m segundo 
o eixo das abssicas e os valores medidos de 65 a 130 m. Veiifica-se uma boa 
concordância entre estes valores.
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3.3 Linha de 1050 kV 
3.3.1 Características 
A tabela 3.2 apresenta as características do trecho da linha em estudo [9]: 
Tabela 3.2 - Características da linha de transmissão de 1050 kV. 
Tensão da linha (kV) 1050 
Número de condutores por fase 8 
. Diâmetro dos condutores (m) 0,0330? 
Diâmetro dos cabos pára-raios (m) 1,016 
Distância entre as fases (m) 1 15,20 
` 
Altura das fases (m) 18,93; 18,92; 18,27 
Distância entre os cabos pára-raios (m) 17,83 
Altura dos cabos pára-raios (m) 39,0 
Aqui também os cabos pára-raios são multiaterrados e o terreno onde se 
encontra o trecho da linha em análise é plano. É admitida nos cálculos seqüência de fase 
ABC, da esquerda para a direita. É importante ressaltar que no MSC é levada em 
consideração a altura de cada fase, ou seja, fase A a 18,93 m, fase B a 18,92 m e fase C a 
18,27 m. Já no MEF as fases A e B são consideradas na mesma altura e estão a 18,92 m 
e a fase C a 18,27 m. A figura a seguir apresenta uma vista no plano do dominio de 
estudo, válido tanto para o MEF como para o MSC.
IÍÍ 17,83 m ' 17,83 zzz ÍÊ., oko ä K 
A B C 
axo OÊO ° ° 
O ía 15,20 m cá o 15,20 m o o 39 O m X )| 
18,93 m 18,92 m 1g_z7 m 
Figura 3.5 - Vista no plano do domínio de estudo. 
3.2.2 Malha de elementos finitos 
A figura a seguir apresenta uma vista, no plano, da malha de elementos 
fnitos usada neste caso. As dimensões do domínio são: 0 a 130 metros na horizontal 
(eixo y), 0 a 60 metros na vertical (eixo z) e 0 a IO metros na longitudinal (eixo x). 
A malha apresenta 10586 elementos e 21600 nós. Neste caso foram 
necessárias 79 iterações no método iterativo COCG para se obter a convergência e um 
tempo de cálculo de 4 minutos e 28 segimdos, em uma estação Sun SparkStation 2. 
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Figura 3.6 - Vista no plano da malha de elementos finitos para linha de 1050 kV
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3.3.3 Linhas equipotenciais 
_ 
A figura 3.7 apresenta as linhas equipotenciais, obtidas pelo MEF, para a 
linha de 1050 kV.
@
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Figura 3.7 - Equipotenciais para linha de 1050 kV. 
3.3.4 Curvas de campo elétrico ' 
A figura 3.8 apresenta as curvas do perfil lateral do campo elétrico a 
altura ‹1 1 
'
3 
e m do solo, obtidas pelo MEF, MSC e também a partir de valores medidos. 
Nota-se que sob a fase C, o campo elétrico é mais intenso, isto se deve ao 
fato de que a altura da fase C é m enor, em relação às outras fases.
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As medições foram feitas com o medidor a altura de 1 metro do solo e a 
uma distância mínima de 1 m do operador [9]. 
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Figura 3.8 - Curvas do perfil lateral do campo elétrico a 1 metro do solo para linha de 1050 kV. 
Os valores obtidos através do MEF e MSC, variam de 0 a 130 m segtmdo 
o eixo das abssicas e os valores medidos de 40 a 125 m. Obseva-se uma boa concordância 
entre estes valores.
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3.4 Linha de 1050 kV na presença de materiais condutores 
3.4.1 Características 
Neste caso, considera-se a presença de um bloco de material condutor 
com permissividade nula (B1) e também um bloco de material condutor apresentando 
uma certa permissividade elétrica (B2), sob as fases da linha de transmissão de 1050 kV 
analisada anteriormente. Suas características são mostradas na tabela 3.2. Os cabos pára- 
raios são multiateirados e o terreno onde se encontra o trecho da linha em análise é plano. 
É admitida nos cálculos seqüência de fase ABC, da esquerda para a direita. A figura 
abaixo, apresenta uma vista no plano do dominio considerado. 
>ã< 
















15,20 m 15,20 m 39,0 m0? ä¿0......ê °Ó 
140m 1892” 7,om né--'--_-›| «_-+1 
18,93 m 18.27 m 
Figura 3.9 - Vista no plano do domínio de estudo. 
Os blocos apresentam uma profundidade de 10 metros. O bloco Bl 
representa o material condutor, apresentando condutividade de 107 (Qm)'1 e o bloco B2, 
representa o material com uma condutividade de 100 (Qm)'1 e uma permissividade 
elétrica relativa igual a 10.
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3.4.2 Malha de elementos finitos 
Neste caso, a malha é a mesma da figura 3.6 apresentada no ítem 3.2.2. 
No entanto, aqui, foram necessárias 132 iterações no método COCG para se obter a 
convergência e um tempo de cálculo de 10 minutos e 32 segundos, em uma estação Sun 




° as equipotenciais 
A figura abaixo, apresenta as linhas equipotenciais, obtid as pelo MEF. 
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, serva-se a influência dos objetos considerados sob a linha, na 
distribuição do potencial e conseqüentemente na distribuição do campo elétrico no 
domínio. 
3.4.4 Linhas equicampos 
p 
A figura abai 
o c 
xo, apresenta as linhas 
aso considerado. 
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Figura 3.11 - Linhas equicampos. 
Verifica-se aqui a deformação das linhas equicampos, pela presença dos 
blocos de materiais condutores. 
Devido à continuidade da componente tangencial do campo elétrico, 
observa-se a existência de campo na parte superficial intema dos blocos condutores, o 
que implica no surgimento de uma densidade de corrente elétrica. [3 8].
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3.5 Caso hipotético do cruzamento entre duas linhas de transmissão 
3.5.1 Características 
' Neste caso é suposto o cruzamento a 90° entre duas linhas de 
transmissão, uma de 138 kV e outra de 500 kV acima desta, a fim de demonstrar as 
potencialidades do método empregado. Na literatura, não foi encontrado nenhum caso 
semelhante a este, o que se justifica pela dificuldade ou até mesmo impossibilidade de se 
fazer tal análise, com os métodos até então disponíveis. As tabelas a seguir, indicam as 
características _de cada uma das linhas consideradas. 
Tabela 3.3 - Características da linha de transmissão de 138 kV. 
Tensão da linha (kV) 138 
Número de condutores por fase 1 
Diâmetro dos condutores (m) 0,03195 
Distância entre as fases (m) 7 
Altura das fases (m) 10 
Tabela 3.4 - Características da linha de transmissão de 500 kV. 
Tensão da linha (kV) 500 
Número de condutores por fase 2 
Diâmetro dos condutores (m) 0,03195 
Espaçamento entre subcondutores (m) 0,40 
Distância entre as fases (m) 15,0 
Altura das fases (m) 18,0 
É admitida nos cálculos, seqüência de fase ABC, da esquerda para a 
direita, para as duas linhas em análise. A figura a seguir apresenta uma vista no espaço do
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domínio em estudo. As fases indicadas por A, B e C fonnam a linha de 500 kV e as 








Figura 3.12 - Trecho do cruzamento entre duas linhas de transmissão.
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3.5.2 Malha de elementos finitos 
A figura a seguir apresenta uma vista, no plano, da malha de elementos 
finitos usada neste caso. As dimensões do domínio são: 0 a 110 metros na horizontal 
(eixo y), O a 40 metros na vertical (eixo z) e 0 a 110 metros na longitudinal (eixo x). 
A malha apresenta 39600 elementos e 43214 nós. Neste caso foram 
necessárias 35 iterações no método COCG para se obter a convergência e um tempo de 
cálculo de 5 minutos e 23 segundos em uma estação Sun SparkStation 2. 
LX 
Figura 3.13 - Malha de elementos finitos.
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3.5.3 Linhas equipotenciais 
A figura abaixo, mostra as linhas equipotenciais, obtidas pelo MEF, no 
cruzamento entre as linhas de transmissão.
_ 




Figura 3.14 - Equipotenciais no cruzamento entre duas linhas de transmissão. 
3.5.4 Curva de campo elétrico . 
Neste caso apresenta-se duas curvas do perfil lateral do campo elétrico 
sob o cruzamento entre as duas linhas de transmissão, urna segundo o eixo y e outra 
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Figura 3.16 - Curva do perfil lateral do campo elétrico segundo o eixo x.
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coNcLUsÃo FINAL 
No decorrer deste trabalho, foram apresentados dois métodos para o 
cálculo de campos elétricos produzidos por linhas de transmissão. Iniciahnente, 
apresentou-se, no capítulo I, o método de simulação de cargas para dominios 
bidirnensionais possuindo apenas um meio dielétrico. Este é um método clássico para o 
cálculo de campos elétricos e baseia-se na substituição do potencial dos condutores por 
cargas elétricas equivalentes. 
Um inconveniente deste método é o fato de que para se modelar 
diferentes meios dielétricos no domínio de estudo, é necessária a utilização de equações 
auxiliares para representar o potencial e o campo elétrico em cada um deles. Outra 
lirrritação é o fato de não se poder considerar no domínio de estudo materiais condutores. 
Sabe-se ainda que sua aplicação a domínios de cálculo tridimensional é 
uma tarefa dificil e, dependendo da geometria a ser analisada, pode ser até mesmo 
inviável em termos computacionais. 
Em seguida, no capítulo II, apresentou-se o método de elementos finitos 
aplicado ao cálculo tridimensional do campo elétrico de linhas de transmissão. Neste 
método foi utilizado o conceito de potencial escalar elétrico complexo que permite 
representar as variações de módulo e fase das grandezas na solução de problemas em 
regime permanente senoidal. Este método permite com facilidade considerar vários meios 
dielétricos no domínio de estudo tridimensional, e também vários materiais condutores, 
sem prejuízo algum de memória computacional ou tempo de cálculo. Isto permite a 
análise de uma série de situações práticas interessantes. 
No capítulo III, foram apresentadas algumas curvas do perfil lateral do 
campo elétrico a l metro do solo, obtidas com o MSC, com o MEF e também a partir de 
valores medidos. Comparando-se estas curvas, mostradas nas figuras 3.15 e 3.16, conclui-
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se que os valores de campo elétrico obtidos com o MEF apresentam uma boa 
concordância com os valores obtidos pelo MSC e também com os valores medidos. 
Assim comprova-se que o MEF aliado ao conceito de potencial escalar elétrico complexo 
é adequado ao cálculo do campo elétrico, gerado por linhas de transmissão. 
As diferenças observadas- entre os valores calculados e os valores 
medidos são decorrentes tanto das simplificações assumidas no cálculo como também das 
lirnitações de medição. A precisão dos valores medidos é afetada por uma série de 
fatores, entre eles cita-se: distorção do campo elétrico pelo corpo da pessoa que segura o 
cabo de suporte do instrumento, condutividade do cabo, dificuldade de se posicionar o 
centro do aparelho na mesma orientação do eixo de medição, erros de leitura do 
instrumento, temperatura ambiente, urnidade relativa do ar, a vegetação existente no 
local, variação da tensão da linha, variação da altura e da posição angular dos condutores 
no momento da medição. 
Já a precisão dos valores calculados é afetada pelas simplificações 
assurnidas no cálculo, tais como: supor o solo plano e com potencial nulo, admitir os 
condutores a um potencial constante e não se considerar os efeitos das condições 
atmosféricas, como temperatura, umidade relativa do ar e ventos. Além dos próprios erros 
inerentes ao MEF (densidade e topologia da malha, lirnitação do domínio pela imposição 
da condição de contomo de Neumarm). 
A metodologia apresentada no capítulo II, permite com facilidade a 
análise de uma série de situações importantes, tais como a obtenção dos valores e da 
distribuição do campo elétrico sob um cruzamento entre duas ou mais linhas de 
transmissão, a influência de objetos (metálicos e/ou dielétricos) localizados nas 
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